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Der Symmetrieeinfluss auf den allgemeinen Losungsansatz
eindimensionaler Fehlordnungsprobleme

Von HEINZ JAGODZINSKEI
Mazx-Planck-Institut fiir Silikatforschung, Wiirzburg, Deutschland

(Bingegangen am 8. April 1953)

X.-ray intensities of one-dimensionally disordered crystals are usually calculated by the method of
difference equations or the equivalent matrix-method. In this paper a new group-theoretical method
is developed, which has advantages in cases where the problem is one of pure disorder of positions,
or of simultaneous disorder of kinds and positions of layers. A general demonstration is given
that a strict solution for the diffracted intensities can be obtained with the aid of operators reducing
the secular equation to a set of equations which can be solved independently, provided the sym-
metry-group is cyclic. Other groups admit solutions from their representation with cyclic factor-
groups, or by separation into sub-groups.

In the case of several kinds of tetragonal layers with possibilities of (0, 0), (3, 3), (3, 0) and (0, §)
for their positions, we find three independently soluble equations; for hexagonal layers with (0, 0),
(4, %), and (4, %) as possible positions there are two equations. In both cases it is not necessary to
introduce a prohibition of positions for neighbouring layers. The operators solving the secular
equation may be used directly for calculating the X.ray intensities. The constants of the char-
acteristic values may be calculated separately for each equation. Each physically significant
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operator describes the intensity distribution on one kind of reciprocal-lattice row.

1. Einleitgng

Wir werden uns in der folgenden Arbeit mit Systemen
gekoppelter eindimensionaler Arten- und Lagenfehl-
ordnung befassen, fiir die es in der Kristallwelt Bei-
spiele gibt. Gemiss einiger fritherer Arbeiten des
Autors (Jagodzinski, 1949a, b, c¢) verstehen wir dar-
unter Kristalle, bei denen verschiedene streng ge-
ordnete Netzebenenarten einige — unter Umstédnden
wegen der Symmetrieoperationen der Netzebenen-
arten gleichwertige — Lagen einnehmen konnen.
Bisher wurden solche Probleme vornehmlich nach der
von Hendricks & Teller (1942) entwickelten Matrix-
methode, oder der von Wilson (1942) ausgearbeiteten
Differenzenmethode behandelt. Es sind inzwischen so
viele Arbeiten auf diesem Gebiete erschienen, dass
sich eine nihere Diskussion der beiden Verfahren er-
iibrigt. Kakinoki & Komura (1952) haben gezeigt,
dass beide Methoden dquivalent sind, und die Matrix-
methode unter Umstédnden gegeniiber der Differenzen-
methode Vorziige aufweisen kann. Wir werden weiter
unten noch kurz auf diese Aquivalenz eingehen.

Die Losung eines speziellen Problems hidngt davon
ab, wie weit im XKristall die Wechselwirkungsbe-
ziehungen der einzelnen Netzebenenarten und -lagen
zu erstrecken sind.

Wir wollen in dieser Arbeit die theoretische Methodik
weiterentwickeln, mit deren Hilfe die Rontgenergeb-
nisse entweder analytisch oder synthetisch gedeutet
werden konnen, um so eine Aufklirung der zugrunde
liegenden physikalischen Gesetze vorzubereiten. Wir
fithren deshalb bewusst fiir die Wechselwirkung zwi-
schen den Netzebenen keinen speziellen Potential-
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ansatz ein, sondern Wahrscheinlichkeiten, die wir fir
die Analyse oder Synthese des Rontgenbeugungsbildes
als freie Parameter in der Hand haben. Unsere Para-
meter geben also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit
eine Netzebene bestimmter Art und Lage auf eine
bestimmte Anordnung von Netzebenen folgt.

2. Matrix~ und Differenzenmethode

Wir betrachten die Netzebenenarten F, F', F'’ ...,
die alle die Lagemoglichkeiten 1,2, 3, ... einnehmen
konnen. Eine Anordnung von s Netzebenen beliebiger
Art und Lage wollen wir im folgenden Komplexion
vom Grad s nennen. Fiir die eindeutige Bezeichnung
einer Netzebenenart und -lage verwenden wir die
Zifferm 1,2,3, ..., 1',2,38, ..., 17,2"”,3"”, ... usw.
Zur Kennzeichnung der Komplexion wollen wir die
dazugehorigen Ziffern in eine geschweifte Klammer
setzen. {1’ 3"’ 4} ist also eine Komplexion vom Grad 3
mit der Reihenfolge der drei Netzebenen F’ in der
Lage 1, F"' in Lage 3 und F in Lage 4. Das Fehlord-
nungsproblem ist dann gelost, wenn wir die nach-
stehend definierten a-priori-Wahrscheinlichkeiten p;
und a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P{* angeben
koénnen:

p; = Wahrscheinlichkeit, eine Netzebene der Art
und Lage ¢ zu finden,

* Wir verwenden die Indizes %, k einfachheitshalber ohne
Striche, miissen also beriicksichtigen, dass sie die Werte
1, 2/, 3" usw. annehmen kénnen. Zur Erreichung der Ein-
deutigkeit werden wir sie gelegentlich mit ¢’, &’ usw. kenn-
zeichnen.
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P@ = Wahrscheinlichkeit, nach m Netzebenen eine
Netzebene der Art und Lage k& zu finden,
wenn die Ausgangsnetzebene von der Art und
Lage ¢ war (Ausgangsnetzebene wird mitge-
rechnet).

Wir nennen das Streuvermégen der Netzebenenart
F'" in der Lage 3 Fg», also allgemein F;, F,; dann ist
der nach Wilson (1942) fiir die Auswertung der In-

tensitiitsgleichung erforderliche Mittelwert F,F¥,

j+m
(wir nennen ihn hier FF¥) durch die folgende Glei-
chung gegeben:

FFy =3 3 pPPF.Ff . (1)
ik
Dabei gelten folgende Beziehungen:

Sp=1, (22)
SPm =1, (2b)

k
2P ® = v, (2c)

1
PP = pPE™ (2d)
lim P{P= p, (fiir jedes 7). (2e)

m—>co

(2a—c) folgen bereits aus den Definitionen als Wahr-
scheinlichkeiten. (2d) erhélt man aus der Uberlegung,
dass die Anzahl der m Schritte entfernten Netzebenen-
paare gleich bleiben muss, wenn man Ausgangs- und
Bezugsschicht vertausecht und die Schritte in umge-
kehrter Richtung z&hlt. (2e) gilt fiir eindimensionale
Probleme, weil es keine Fernordnung gibt, solange die
Wechselwirkungen auf eine endliche Schichtzahl be-
schrénkt bleiben. Die a-posteriori-Wahrscheinlichkei-
ten miissen mit m — oo in die a-prior:-Wahrschein-
lichkeiten libergehen. Die p; sind also nicht frei wihl-
bar.

Wie Hendricks & Teller (1942) gezeigt haben, wird
die Berechnung der P{® durch die Aufstellung fol-
gender Matrix gelost:

POPY... . POPY... ..
POPY... PRPD. .. ..
P s
114 172 » = v oL 17278 17270 o 0
AL B I BN N B R N B R NN RN NN BN BN N NN RN

Das Element (P™); der Matrix P™ ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P{. Dieser Ansatz gilt zunichst
nur, wenn die Wahrscheinlichkeiten P{ eindeutig
durch die Ausgangsschicht bestimmt sind (Wechsel-
wirkungen der Reichweite 1); er ist aber erweiterungs-
fahig. Die Matrixmethode arbeitet nun nicht mit der
Gleichung (1), sondern bildet weitere Matrizen mit den
i Fy, F¥ und den Phasengliedern; es lisst sich dann

zeigen, dass sich die Intensitdt durch die Spur be-
stimmter Produkte dieser Matrizen und der Matrix P
angeben lisst. Die Spur ist aber gegeniiber Ahnlich-
keitstransformationen invariant und daher gleich der
Summe der - Eigenwerte.

Man kann nun aber auch die Elemente der Matrix P
als Funktionen der Eigenwerte von P angeben. Be-
kanntlich erhdlt man die Diagonalform einer Matrix
durch die Ahnlichkeitstransformation mit einer Ma-
trix A, deren Kolonnen die zu den Eigenwerten (das
sind die Elemente der transformierten Matrix) ge-
hérenden Eigenvektoren enthalten. Die Diagonali-
sierung lésst sich im allgemeinen nur dann durch-
fiihren, wenn alle Eigenwerte verschieden sind, oder die
Matrix P hermitisch oder unitér, in unserem Falle also
symmetrisch ist (weil die P reell sind). Diese Bedin-
gungen sind nicht immer erfiillt. Mit der Matrix A
kénnen wir die Elemente von P und damit P aus-
rechnen.

PP - {A[A'PA]"A};, = [A (gl \‘\lg>A-1Lc

i

a; ist das entsprechende Element der Matrix A, A4,;
die Adjunkte zu a; bekanntlich wird die reziproke
Matrix aus den Adjunkten unter Vertauschung von
Zeilen und Kolonnen gewonnen. Eine genaue Analyse
zeigt nun, dass die Konstanten 0 mit den aus den
Randbedingungen ermittelten Konstanten der Dif-
ferenzenmethode identisch sind. Ebenso stimmen die
Eigenwerte 4; mit der Losung der charakteristischen
Gleichung iiberein. Die Eigenwerte ergeben sich aus
der Losung der Sikulargleichung

P—A1] = 0. @)

Damit wird also die Aufstellung der charakteristischen
Gleichung zu einer rein schematischen Aufgabe; die
Konstanten kann man gemiss Gleichung (3) oder aus
den bei der Differenzenmethode iiblichen Randwert-
gleichungen ermitteln.

3. Komplexions- und Schichtstatistik

Wollen wir zulassen, dass die a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeiten P{ nicht nur von der benachbarten,
sondern von s vorhergehenden Schichten abhingt
(Reichweite der Wechselwirkungen = s), dann lisst
sich die Matrixmethode am besten durch Einfiihrung
der vorhin erwihnten Komplexionen vom Grad s er-
weitern. Wir fithren zu diesem Zweck die Nachfolge-
wahrscheinlichkeiten «,; ein, die angeben, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit eine Schicht 7 auf eine Kom-
plexion {»} folgt. Wir kénnen die vorliegende Aufgabe
aber auch als reine Komplexionsstatistik mit Nach-
folgeverboten auffassen, indem wir fordern, dass auf
die Komplexion {», », ... »;} nur die Komplexionen
{?s . .. v} folgen diirfen. Dabei darf nur 7 alle Netz-
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ebenenarten und -lagen durchlaufen. Man kann daraus
in analoger Weise eine Matrix P™ aufbauen, deren
Elemente nun nicht mehr die P{ unserer Schicht-
statistik, sondern die P{™ unserer neuen Komplexions-
statistik sind. P{? ist wie vorhin die Wahrscheinlich-
keit, nach m Schritten unserer Komplexionsabfolge
die Komplexion {x} zu finden, wenn die Ausgangs-
komplexion {»} war; p, sei wieder die a-priori-
Wahrscheinlichkeit der Komplexion {7}. Wir erkennen
noch, dass die neue Matrix P im allgemeinen nicht
symmetrisch ist. Unsere urspriingliche Schichtauf-
fassung des Problems lasst sich in einfacher Weise
aus der Komplexionsabfolge ableiten. Offenbar gilt
folgende Beziehung:

PP =3 3 p P (5)
v p

Die Summierung hat dabei fiir » fiber alle Kom-
plexionen {v...v, i}, fiir u {iber alle Komplexionen
{us- . .ps_1k} zu erfolgen. Zum Vergleich mit unserer
Schichtstatistik beziehen wir also alle Komplexionen
auf das letzte Element.

Mit den vorhin erwihnten Einschrinkungen gilt in
Analogie zu Gleichung (3) die Beziehung

P =3 CPar

Aus dieser Beziehung und Gleichung (5) erkennen wir
sofort, dass sich auch die Schichtstatistik aus den
Eigenwerten unserer Komplexionsstatistik ableiten
lasst. Es gilt

pPP =2 3 X CPAT =3 OQAT
v K7 7 (6)
mit O =3 3 p,C9.
v ou

Die Summierung iiber » und u erfolgt wie in Glei-
chung (5) tber {»,...v,_yi} und {u,...u, ,k}. Aus
Gleichung (6) erkennt man, dass durchaus nicht alle
A; der Komplexionsstatistik in die Gleichung (6) un-
serer Schichtstatistik eingehen miissen. Wir werden
spiter sehen, dass sie im allgemeinen bei Lagefehlord-
nung mit Symmetriebeziehungen nicht alle auftreten.
Es wire in diesen Fillen eine grosse Erleichterung,
wenn man diese iiberfliissigen Eigenwerte aus der
Sikulargleichung (4) auf einfache Art entfernen kénnte,
80 wie es bei den dichtesten Kugelpackungen von
Wilson (1942) mit den ‘so’- oder ‘nicht so’-Lagen
durchgefiihrt wurde.

4. Die Symmetrie- und Lésungsoperatoren

Fiir unseren Ansatz benétigen wir nur die Bedingung,
dass Symmetrieoperationen bestehen, welche die
Lagen ineinander iiberfithren, d.h. nach Ausfiihrung
der Operation muss jede Lage in eine andere oder sich
selbst iiberfithrt worden sein. Ist das nicht der Fall,
80 kommt man um die vollstindige Auswertung der
Komplexionsstatistik nicht herum. Gemdiss unserer

Bezeichnung der Lagen mit Ziffern lassen sich Per-
mutationsoperatoren angeben, welche die entspre-
chenden Ziffernvertauschungen vornehmen. Alle Per-
mutationsoperatoren bilden eine endliche Gruppe, d.h.
jedes Element ist zyklisch; es besteht also cine Be-
ziehung al = e, mit e als Einheitsoperator. Wenn wir
nun diese Operatoren als Faktoren zu den Kom-
plexionen schreiben, wobei der Operator die in der
Komplexion auszufithrenden Lagenvertauschungen
angibt, so gilt die Beziehung

afa{}] = (aa,){}.

Der Operator a; soll als erster anf die Komplexion
angewendet werden und muss bei der Auffassung als
Operatorenprodukt damit auch als erster Faktor er-
scheinen. Wir nennen die Operatoren unserer Gruppe
a;,a,; ...,a, Sie erzeugen die zueinander gleich-
wertigen Komplexionen unserer Komplexionsstatistik.
Zur Durchfithrung des allgemeinen Losungsansatzes
bendtigen wir noch einige Definitionen und Sitze:

1. Es sei eine bestimmte Komplexionsabfolge mit
ihren Wahrscheinlichkeiten gegeben; wenn wir nun
alle Komplexionen der Abfolge, also auch die Aus-
gangskomplexion, mit dem gleichen Symmetrieopera-
tor multiplizieren, so d&ndern sich die Nachfolgewahr-
scheinlichkeiten der Abfolge nicht. Fiir die P{™, p,
gelten also die Beziehungen

P = 2P = 2, = .. = 2P
Dy =219, = «c. = AP, . (7)

Aus Gleichung (5) erkennt man sofort, dass die gleichen
Symmetriebeziehungen auch fiir die Schichtstatistik
gelten miissen, wenn wir die Operatoren auf die p;
und PP mit der gleichen Vertauschungsvorschrift
tiir die Indizes 7, k anwenden. Es gilt also analog zu (7)

PP =a,pp = ...

= aP™ ;

=a,P§Z‘); Pi=ap;= ... =ap;.

8)

2. Wir betrachten jetzt Randwertprobleme, d.h.
Komplexionsabfolgen mit festgehaltener Ausgangs-
komplexion. Um die Operatoren auch dafiir verwenden
zu konnen, miissen wir ein Symbol einfiihren, welches
andeutet, dass der Symmetrieoperator nur auf die
Bezugs-, aber nicht auf die Ausgangskomplexion an-
gewendet werden darf. Wir schreiben dafiir a,P{™
bzw. a,P{? und bemerken, dass die Symmetriebe-
ziehungen (7) und (8) dann im allgemeinen ihre Giiltig-
keit verlieren. Fiir die Schichtstatistik kénnen nur
dann noch. einzelne Symmetriebeziechungen (8) er-
halten bleiben, wenn es Operatoren gibt, die wenig-
stens ein Element in sich iiberfiithren.

3. Ferner wollen wir alle gleichwertigen Komplexio-
nen durch eine sie reprisentierende Grundkomplexion
darstellen. Wenden wir auf diese unsere Symmetrie-
operatoren an, so kann man alle dazu gleichwertigen
Komplexionen erzeugen. Diese Festlegung ist immer
— im allgemeinen sogar auf mehrere Weisen — még-
lich (siehe dazu die Beispiele am Schluss der Arbeit).

2.
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4. Die Operatorensumme e-+é&,@,+&a+...+&3;
soll nur im Zusammenhang einer Multiplikation mit
einer Komplexions- oder Schichtwahrscheinlichkeit
definiert sein. Das Produkt soll die Summe der mit &,
multiplizierten Wahrscheinlichkeiten einer durch den
Operator a, erzeugten Komplexion angeben. Dieses
Produkt ist eine skalare Grosse; die erzeugenden
Operatoren sind also in bezug auf die Summenbildung
kommutativ, die &, konnen reelle oder komplexe Zah-
len sein.

5. Mit Hilfe dieser Operatorensumme definieren wir
nun noch das geschlossene Wahrscheinlichkeitssystem.
Die Wahrscheinlichkeitssumme

(e+&a,+. .. +&a) P

bildet dann und nur dann ein geschlossenes Wahr-
scheinlichkeitssystem unserer Komplexionsabfolge,
wenn sie nach Multiplikation der mit einem konstanten
Faktor versehenen Nachfolgewahrscheinlichkeit ein-
deutig in die gleiche Summe der P{%*P iibergeht, d.h.
wenn die Beziehung gilt:

Kgini(e+ea+. .. +&a) P
= (e+&a;+. .. +&a,)PItD 9)

vin

Man erkennt aus dieser Definition, dass die Darstel-
lungsméglichkeit aller gleichwertigen Komplexionen
durch die Grundkomplexion auf die Bildung geschlos-
sener Wahrscheinlichkeitssysteme hinausliuft.

6. Das wird durch den anschliessend durchzu-
fithrenden Beweis des folgenden Satzes erlédutert:

Eine eindeutige Losung ist dann und nur dann mit
Hilfe der alle gleichwertigen Komplexionen darstel-
lenden Grundkomplexionen mdéglich, wenn die zu-
grunde liegende Symmetriegruppe eine rein zyklische
ist, d.h. in der Form e, a, a?, ..., a" ! mit a’ = e dar-
gestellt werden kann. Ausgenommen ist hier die tri-
viale Losung mit &, = g, = ... = g_; = 1, die fiir alle
Gruppen ein geschlossenes System liefert.

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir bedenken,
dass auf jede Grundkomplexion nur Komplexionen
mit den Endelementen (¢ =1,2,3...) bzw. (¢ =

1,2, 3'...) usw. vorkommen konnen. Es existiert_

nun sicher ein Symmetrieoperator fiir jede dieser
Nachfolgekomplexionen, der sie in die Grundkom-
plexion transformiert, falls diese selbst nicht schon die
Grundkomplexion ist. Wir nennen diesen Operator,
der zu unserer Gruppe gehdren muss, a%.

Bei festgehaltener Ausgangskomplexion kommen die

gleichwertigen Komplexionen {1} mit verschiedenen
Wahrscheinlichkeiten P vor, es ist also P = a'P{m.
Soll daher die oben definierte Beziehung eines ge-
schlossenen Wahrscheinlichkeitssystems gelten, so
muss fiir jede der gleichwertigen Komplexionen gemiiss
Gleichung (9) die Beziehung bestehen:

l ; 1
a8 P = ey aitiP 5’1';4? ?,

(10)
weil a4t derjenige Operator ist, der a'{u;} in die

Grundkomplexion transformiert, wenn {u,} durch den

Operator a% in die Grundkomplexion transformiert
wurde. Das geht aber nur, wenn fiir alle Werte von /
die Bedingungsgleichung

%;6; = &q1, Tr I = 1—1; also auch ;6 4 =1

fiir alle ¢; erfiillt ist. Dafiir ldsst sich nur folgende
Losung angeben:

g=2¢, 2, =¢% und & =1 also ;¢ =eth (11)

Das Gleichungssystem (11) besitzt ¢ Losungen fiir &,
nimlich 1,¢,2, ...,&1 mit &= exp 2niff. Aus
Gleichung (10) ist zu ersehen, dass sie nur fiir eine
zyklische Gruppe existieren konnen.

Wir erhalten also bei einer zyklischen Gruppe der -
Ordnung ¢ insgesamt ¢ geschlossene Wahrscheinlich-
keitssysteme, indem wir die Nachfolgewahrscheinlich-
keiten «,; mit der durch den Transformationsoperator
ati gegebenen f;-ten Potenz einer Wurzel der Gleichung
& = 1 multiplizieren. Diese Losungsoperatoren nen-
nen wir

0,=e+ a+...+at |
0, =etca+t...+e a1,
0, =e+cla+...+&-Dart, (12)

...................... )
.

0;_1 = e+8‘_la+ ese +88t_1

Mit Hilfe der Operatoren (12) ldsst sich nun leicht ein-
sehen, dass wir damit auch alle Einzelwahrscheinlich-
keiten der gleichwertigen Komplexionen in der Hand
haben, denn es gelten die Beziehungen:

te P = (0,+

vip

ta P{ = (0p+&710,+...+60,)

0,+...+ 0, P

vlp >

PG,

13)
@ P = Op+e Oyt ... +e-10, )P

Wir werden aber spiter sehen, dass die durch Gleichung
(13) gegebenen Einzelwahrscheinlichkeiten fiir das
Réntgenbeugungsproblem gar nicht bendtigt werden,
sondern bestimmte Operatoren der Gleichung (12)
direkt in die Gleichung (1) eingehen. Damit haben wir
den Losungszerfall der allgemeinen Sikulargleichung
(4) in ¢ unabhingig losbare Gleichungen bewiesen,
wenn die zugrunde liegende Gruppe rein zyklisch von
der Ordnung ¢ ist. Wenn némlich die P{j? durch die
Eigenwerte ausgedriickt werden konnen, so miissen
selbstverstindlich auch die geméss (12) zu bildenden
Wahrscheinlichkeitssummen durch die gleichen Eigen-
werte zu bestimmen sein. ‘

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt,
dass die Ausgangskomplexion eine Grundkomplexion
war; die iibrigen Randlosungen mit den dazu gleich-
wertigen Ausgangskomplexionen kénnen wir aber mit
Hilfe der Symmetrieoperatoren a,a? ...,a"! er-
zeugen, wobei die Anwendung der Operatoren natiir-
lich auf Ausgangs- und Bezugskomplexion zu erfolgen
hat. :

Die bisherige Annahme einer rein zyklischen Sym-
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metriegruppe trifft bei den meisten Problemen leider
nicht zu, so dass wir einen Weg finden miissen, unser
Ergebnis auf nicht zyklische Gruppen anwenden zu
konnen. Dazu muss man sich zundchst iiberzeugen,
ob fiir die Losung der Schichtstatistik die Einzel-
operatoren benétigt werden, oder ob man bereits mit
gewissen Operatorensummen auskommt; das ist na-
tiirlich immer dann der Fall, wenn es gleichwertige
Komplexionen mit gleichem letzten Element gibt.
Man muss versuchen, auf Gleichungen von méglichst
niedrigem Grad zu kommen, da deren Lésung am ein-
fachsten durchzufiihren ist; es kann deshalb auch vor-
kommen, dass man die Einzellésungen bevorzugt, auch
wenn sie fiir die Losung der Schichtstatistik nicht not-
wendig sind. Beides muss also bei der Durchfiihrung
im Auge behalten werden.

Wir werden nun zeigen, dass simtliche Normalteiler
unserer Symmetriegruppe, soweit sie mit ihren Rest-
klassen durch zyklische Faktorgruppen darstellbar
sind, ebenfalls einen Ldosungszerfall der Sikular-
gleichung (4) angeben. Zu diesem Zweck bezeichnen
wir allgemein die zyklische Faktorgruppe mit e’, a’,

..,a™1, wobei r ein Teiler der Ordnung ¢ unserer
Gruppe ist. Dem Normalteiler sind also die Elemente
e,ay,, ..., a,, dem Element a’ die Restklasse a,;, a,,,

oA, a,llgemein dem Element a” die Restklassen-
elemente a,, ..., a; zugeordnet. Wir fiihren nun die
Losungsoperatoren

0, =e+ag+...+ag,+e%a,+...+ay)

+... +8u(r_1)(af_1,1+ cee +af_1’f) (14:)
ein, wobei wieder ¢ = exp 2xi/r ist, und kénnen er-
kennen, dass auch fiir die Operatoren (14) der bei den
zyklischen Gruppen durchgefiihrte Lésungsweg ganz
analog vollzogen werden kann; denn jedes Transfor-
mationselement a,;;, angewendet auf die Summe der
Komplexionswahrscheinlichkeiten der a” zugeordneten
Restklassenelemente erzeugt, unabhiingig von 7, die
a4+l zugeordnete Summe der Restklassenelemente.
Wir erhalten also den Satz: Hat eine Symmetriegruppe
der Ordnung t einen Normalteiler vom Index r, dessen
Faltorgruppe eine zyklische Gruppe ist, so sind aus der
Sdkulargleichung r Gleichungen abspaltbar. Man er-
mittelt die den Nachfolgewahrscheinlichkeiten als Fak-
toren zuzuordnenden Potenzen von ¢ aus der Darstellung
des Normalteilers und seiner Restklassen durch die
Faktorgruppe und gewinnt daraus die r zerlegten Teil-
losungen. Man hat ausserdem alle Teillssungen mit
einer Auswertung der Sikulargleichung, wenn man ¢
als Unbekannte mitfiilhrt und nach Auflésung der
Sakulargleichung ersetzt.

Hat man auf diese Weise noch nicht die fiir die
Losung der Schichtstatistik benétigten Einzelopera-
toren in der Hand, so bleibt nunmehr nur noch eine
Zerlegung der gleichwertigen Komplexionen nach Un-
tergruppen iibrig, wobei die den Restklassen zuzuord-
nenden Komplexionen als neue Komplexionen anzu-
sehen sind. Auf diese Weise gelangen wir dann suk-

zessive zur endgiiltigen Losung des Problems, mit allen
Méoglichkeiten der Zerlegung der Sikulargleichung (4).
Mit dieser gedridngten Darstellung wollen wir den all-
gemeinen Losungsweg verlassen und das Abgeleitete
an zwei besonders wichtigen Beispielen erldutern.

Beispiel 1: tetragonale Schichten

Wir betrachten als erstes den Fall tetragonaler
Schichten mit vier-zihligen Achsen in (0, 0) (damit
auch in (4, 4) und weiteren aus der Translation er-
zeugten Symmetrieelementen). Die Schichten sollen
nicht horizontalsymmetrisch sein. Um nun die Sym-
bolik nicht unnétig zu komplizieren, wollen wir nur
zwei Netzebenenarten betrachten. Die untenstehenden
Beziehungen sind aber ausnahmslos auf endlich viele
Schichtarten anwendbar; die Zulassung von mehr als
zwei Schichtarten erhoht lediglich die Anzahl der zu-
lassigen Grundkomplexionen und Nachfolgewahr-
scheinlichkeiten. Als Lagemdéglichkeiten werden die
Lagen 1= 0,0), 2 = (%, %)’ 3= (%7 0), und 4 = (09 %)
fir beide Netzebenenarten gewihlt.

Die Existenz der Translation als Symmetrieoperation
fiir die Schichten fordert folgende Vertauschungs-
operationen der Lagen:

1. (2143) Verschiebung um %, } fithrt die Lagen 1 in
2,2in 1, 3 in 4 und 4 in 3 iiber.

2. (3412) Verschiebung um %, 0 fiihrt die Lagen 1 in
3,2in4,3in 1 und 4 in 2 iiber.

3. (4321) Verschiebung um 0, } fijhrt die Lagen 1 in
4,2in 3, 3 in 2 und 4 in 1 tiber.

Zusammen mit dem Einheitsoperator e = (1234)
bilden diese Operatoren eine Gruppe. Wegen der
Existenz der vier-zihligen Achse als Symmetrieopera-
tion der Netze gibt es aber noch einen Operator
a = (3421), der — wie man leicht einsehen kann —
einer vier-zihligen Drehung entspricht. Zusammen mit
den durch die Translation erzeugten Operatoren er-
halten wir die bekannte Symmetriegruppe

e=(1234), a=(3421), a?=(2143), @=(4312),) |
—(3412), ab—(1243), a%b— (4321), a%b— (2134) } (15)

mit den Beziehungen
b? = e, ab = ba?®, a%b = ba? a%h —ba, at=e,

aus welchen sich alle Produkte ableiten lassen.

Wir definieren die Grundkomplexion folgender-
massen:

(a) das letzte Element soll eine 1 (bzw. 1’ fiir die
zweite Netzebenenart) sein;

(b) wir suchen die dem letzten Element am néchsten
liegende 3 oder 4 (bzw. 3', 4') auf, ist es eine 3 (3),
so haben wir bereits die Grundkomplemon ist es aber
eine 4 (4'), so miissen wir den Operator ab = (1243)
anwenden, um die Grundkomplexion zu erhalten. Die
Operatoren wirken natiirlich nur auf die Ziffern, nicht
auf die Striche ein, die sich ja auf die Netzebenenarten
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beziehen. Die so definierte Grundkomplexion ist
damit eindeutig gewihlt.

Gemiiss Gleichung (8) gelten fiir die P{ der Schicht-
statistik folgende Symmetriebeziechungen (die hoch-
gestellten Indizes m lassen wir aus Einfachheits-
griinden weg):

eP; = aP; = a’P, = a’P; = bP,
= ab.Pik = aszik = asbP,:k;

diese lauten ausgeschrieben:
Py = Py = Pgy = Py, Py = Py = Pyy = Py,

Py = Pyy = Pyy = Py, Py = Pyy = Pyy = Pyw,
Pjg =Py =Py =Py,

13 = 31=P14=P41=P23=P32=P24=P42 (16)
und analoge Beziehungen fiir Py, Py, Py . *

Aus den Symmetriebeziehungen (16) und Gleichung
(2d) folgt sofort
P = PG™; PR = PG wegen PP = PP

und P =P . (17)

Dagegen gelten die analogen Beziehungen nicht fiir
P@ und P§P. Von den 64 méglichen P bleiben also
nur noch 12 unabhingige iibrig, die noch durch die
8 Bedingungsgleichungen (2d) eingeschrénkt werden.

Die Symmetriegruppe (15) der Ordnung 8 besitzt
folgende Untergruppen der Ordnung 4, die alle Nor-
malteiler sein miissen:

e, a,a? a’; (18a)
e, a? b, a%h; (18b)
e, a% ab,a%h . (18¢)

Alle Untergruppen sind mit ihrer Restklasse durch
die zyklische Faktorgruppe €’,a’(a’? =e’) darstell-
bar. Als weiteren Normalteiler erkennen wir noch die
Untergruppe e, a%, die aber mit ihren drei Restklassen
nicht durch eine zyklische Faktorgruppe dargestellt
werden kann.

Gemiss unserer Festlegung der Grundkomplexion
haben wir noch diejenigen Operatoren zu bestimmen,
welche die Nachfolgekomplexion einer Grundkom-
plexion in die Grundkomplexion transformieren. Die
Art der Durchfiihrung ist eindeutig dem unten stehen-
den Nachfolgeschema zu entnehmen:

X0y ={r...8...11}=e {};,]
Xiig = {3,012} =a%{},
X0ty = {93...8...13}=b {}s,
Xy = {3...8...14}=2% {},,
Pove-e 81} 8 1 =e (ks (19)
X Oyyr = {5...3...12} =a%b{}s,
X 0yg = {¥3...3...18}=b {};,
Xty = {g...3... 14} =a% {} ]

* Ausnahmsweise verwenden wir hier die <, kxauch als
gestrichene Indizes, um eine eindeutige Zuordnung der Pi
zu den Netzebenenarten zu erreichen.

Fiir die «,; besteht natiirlich die Beziehung
Zoi=1.
i

Die Komplexionen {},, .
plexionen sein.

Gemiss Gleichung (14) kénnen wir die folgenden
Losungsoperatoren aus den Normalteilern (15a—c) bil-
den (¢ = £1).

.., {}s sollen Grundkom-

0, =e+a +a®+a® + b +ab+a*h+a’h ,
0, —e+a +a%+a% —(b +ab+a%bh+ash),
0; = e+a%+b +ath—(a +a% +ab +a%h),
0, =e+a%tab+ah—(a +a% +b +a%h).

(20)

Die Sikulargleichung der Komplexionsstatistik hat
den Grad 8%; aus ihr lassen sich also gemiiss (20) vier
Gleichungen vom Grad 8%! abspalten, die nun aber
nicht alle fiir die Schichtstatistik bendtigt werden.
Wie man unmittelbar aus dem Operatorenschema (15)
entnehmen kann, brauchen wir nur die mit gleicher
Ziffer (Netzebenenlage) endenden Komplexionen. In
unserer Auffassung kénnen wir uns mit der Angabe der
Summen folgender Operatorenpaare begniigen: e+ab,
a?+a’h, a+b, a3+a%b. Diese Summen sind aber nur in
den Operatoren 0, und 0, enthalten, so dass wir nur
diese fiir die Schichtstatistik benétigen.

Die Faktoren der «,; sind nun leicht zu bestimmen;
fiir den Losungsoperator 0, sind alle Faktoren +1 zu
setzen, da 0, der Losung ¢ = +1 entspricht; 0, gehort
jedoch zur Losung ¢ = —1, und wir haben daher bei
denjenigen Nachfolgewahrscheinlichkeiten ein nega-
tives Vorzeichen einzusetzen, bei denen einer der Rest-
klassenoperatoren angewendet werden musste, um auf
die Grundkomplexion zu gelangen. Gemaiss Gleichung
(19) erhalten wir also folgende Vorzeichen fir die o,
des Losungsoperators 0,:

Foxy1, Xy — Xz, Oy Ty T Kypry —Xygn T Kyge e (21)

Diese Vorzeichen gelten fiir alle Nachfolgekomplexio-
nen.

Da es keine weitere Darstellung durch Faktor-
gruppen gibt, miissen wir jetzt eine Zerlegung der
gleichwertigen Gruppen nach Untergruppen vor-
nehmen; wir wihlen dazu die Untergruppe (18¢), da
diese, wie vorhin erwihnt, die fiir unsere Schicht-
statistik wichtige Untergruppe ist. Wir definieren die
Komplexion b{ } als neue Grundkomplexion { }'; mit
dieser Umbenennung lassen sich die iibrigen durch die
Operatoren der Restklasse erzeugten Komplexionen
mit den Elementen der Untergruppe (18¢) ausdriicken:

Es gilt

b{}={}; a{}=ba{} =a%{};
() = ba( ) = ab{ };
a,2b{} = bazb{ }r — az{ },.

In unserer neuen Auffassung ist jedes Element der
Gruppe mit dem Einheitselement ein Normalteiler und

(22)
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mit seiner Restklasse durch die Faktorgruppe
e’,a’(a’? = e') darstellbar. Wir werden nun noch zei-
gen, dass wir bereits mit der physikalisch wichtigen
Zerlegung in den Normalteiler e,ab und die Rest-
klasse a2, asbh, die endgiiltige Losung in der Hand
haben; diese liefert ja die Losungsoperatoren

0, = e+ab+ az+a®h | }

23
0, = e+ab—(a?+a’). (23)

Der Operator 0, ergibt keine neuen Lésungen, da wir
diesen mittels unserer Operatoren 0, und 0, durch
Bildung von 0,--0, und 0,—0, unserer urspriinglichen
Komplexionsauffassung bereits erreichen konnten*,
dagegen liefert der Operator 0, neue Losungen einer
Sakulargleichung vom Grad 2-8°~!, Wir miissen hier
noch bemerken, dass der Operator 0, nur firr die
Komplexionen der urspriinglichen Untergruppe (18¢c)
(also {»} der neuen Auffassung) die physikalisch sinn-
volle Zusammenfassung liefert. Dagegen miissten die
Komplexionen der urspriinglichen Restklasse (also
v} der neuen Auffassung) mit dem Operator 0, =
e+a’h—(ab+a?) gebildet werden, den wir aus der
Zusammenfassung von e, a’h zum Normalteiler und
ab,a zur Restklasse erhalten hitten. Es lisst sich
aber leicht erkennen, dass dieser neue Losungsoperator
keine neuen Eigenwerte liefern wiirde, weil wir die
gewiinschten Lésungen fiir die Komplexionen {»}’ aus
den Losungen der Komplexionen {7} unter Anwendung
der Symmetrieoperatoren der urspriinglichen Rest-
klasse erhalten konnen.

Zur Bestimmung der richtigen Faktoren fiir die
Nachfolgewahrscheinlichkeiten leiten wir nun noch
die Transformationsoperatoren fiir die Nachfolge-
komplexion der {} und {}' getrennt ab. Man kann
diese Beziehungen direkt aus (19) erhalten und
ermittelt so folgendes Schema:

Xoy =€ {}, xo, =€ {},

X o, = a%h{ },, , X0 =2ab{};,
v s Y 24
O g me (3, W san—e (3, [ @Y
Xo,, =ab{};, X,y =a%h{},.

In (24) wurden die Komplexionen { },, ..., { }s { }&s
..., { }s ausgelassen, weil diese die gleichen Transfor-
mationsoperatoren haben. Mit diesen erhalten wir in
der bereits erliuterten Weise die Vorzeichen fiir die «,;.
Diese sind fiir die Nachfolgekomplexionen der Kom-
plexionen {v}

+ Ky1y — Ky +“783 + Xty +0‘v1': — Ky
+‘xv3" +o‘v4" (25&)
fir die der {»}" aber
4 &y1, T &2y T3, — Ky, + 017 +(x72'7
+ 0,5, —Opy. (25D)

* Die Darstellung von 0, als 0,+0; und 0,—0, deutet also
die Zerlegbarkeit des Losungsoperators 0y in zwei Teillosungs-
operatoren und damit die gleiche Zerlegbarkeit der Sakular-
gleichung an.

Damit haben wir nun die vollsténdige Losung der
Schichtstatistik in der Hand. Von den 8° Eigenwerten
unserer Komplexionsstatistik wird also nur die Hilfte
der Loésungen fiir unsere Schichtstatistik benétigt.
Die Losungen sind mit Hilfe der Losungsoperatoren
0,, 0, und 0, — mit den zusétzlichen durch die Glei-
chungen (21) und (25a, b) gegebenen Vorzeichen der
&,; fiir 0, und 0, — durch drei getrennte Gleichungen
gegeben. In einer gemeinsam mit E. Hellner zu ver-
offentlichenden Arbeit wird die Anwendung dieser
Theorie der tetragonalen Schichtstatistik auf die ein-
dimensionale Phasenumwandlung des RhSn, gegeben.
Dabei werden auch die eventuell bei Lageverboten
auftretenden neuen Symmetriebeziehungen der P{P
erortert.

Es soll nun noch gezeigt werden, dass die Eigen-
werte der durch die Losungsoperatoren erzeugten re-
duzierten Sikulargleichungen direkt in das Rontgen-
beugungsproblem eingehen. Wir werden dazu die Be-
rechnung der Gleichung (1) getrennt fiir die Inter-
ferenzen h, k = gerade, k, k = ungerade und &, k =
gemischt vornehmen. Fiir die Streuamplituden der
beiden Netzebenenarten gelten dabei folgende Be-
ziehungen:

(d) h, k = gerade:
Fy=F,=F;=Fy Fy=Fy="Fy="Fy;

(b) h, k = ungerade:
F1=Fz='—F3= —F4; Flr:Fzrz ——F3»=—F4,;

(¢) h, k = gemischt:
(1) » = gerade: F, = —F, = Fy = —F;

(2) » = ungerade: F;, = —F, = —F; = F,.

Mit diesen Beziehungen ergeben sich fiir den Mittel-

wert FF% der Gleichung (1) unter Beriicksichtigung
der Gleichung (2a-d) und der Symmetriebeziehungen
(16) und (17) folgende Werte, die nur noch fir 2
Schichtarten giiltig sind:

(1) k, k = gerade:

—_— 4

FFE = pFy+(1-p) Py P+ plFy =Py | PP—p],
wobei von den Beziehungen p, = p, = p; = p; = p/4,
Py = Py = Py = Py = (1—p) /4 Gebrauch gemacht

wurde. Im obigen Ausdruck ldsst sich die Summe durch
den Operator 0, ersetzen, und wir erhalten

FF% = |pF,+(1—p)F[*+p|F,— Fy|*[0,P{P—p] . (26)
In analoger Weise erhalten wir fiir
(2) A, k = ungerade:

FF}, = p[|F,|%0,P{R+F,F}0,P{7]
+(1=p)[FrFFO PR+ |Fy 20, PI];

und fiir

(27)
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(3) kb, k = gemischt:
FF;, = p[|F\|*0,P{R+ F, F{0,P{P]
+(1=p)[FFF0,PI +|Fy20,P{R]. (28)

Jeder der drei Symmetrieoperatoren beschreibt fiir
sich allein das Intensitétsverhalten einer Gitterstabart.
Die Losungsoperatoren wihlen also aus den Eigen-
werten gerade die Losungen aus, die fiir das Beugungs-
problem benétigt werden. Da auch die Konstanten-
berechnung mit diesen Teillsungen durchgefiihrt wer-
den kann, ergeben sich damit betrichtliche Verein-
fachungen fiir den Lésungsweg.

Beispiel 2: hexagonale Schichten

In dem folgenden letzten Beispiel unserer Arbeit
wollen wir den Fall hexagonaler Netze mit den Lage-
moglichkeiten 1 = (0,0), 2=(},%) und 3= (33
betrachten; diese geht bei Forderung des Lageverbots
der gleichen Lage fiir benachbarte Schichten in das in
der Literatur bisher fast ausschliesslich betrachtete
Beispiel der dichtesten Kugelpackungen iiber.

Ahnliche Uberlegungen fiihren hier auf die bekannte

Symmetriegruppe
} (29)

e = (123), a=(231), a?=(312),
b = (132), ab = (321), a%b = (213).

Fiir unsere Schichtstatistik werden die Operatoren
e+b,a+a* und a?+ab benstigt; wir werden aber
sehen, dass wir in diesem Fall die Einzellssungen vor-
zuziehen haben. Die Gruppe (29) besitzt den Normal-
teiler e, a, a2, der uns die Losungsoperatoren
0, = e+a+a?+ b+ab-+tath, (30)
0, = e+a+a%—(b+ab+a%b)

liefert. @, ergibt die Wahrscheinlichkeitssumme
PP+ P+ PO+ PR +P@+ ..., und man er-
kennt leicht, dass bei nur einer Schichtart wegen
Gleichung (2b) dieser Operator in die identische Losung
A =1 zerfallen muss. 0; ergibt dagegen, wegen der
falschen Zusammenfassung, Losungen, die uns hier
nicht interessieren. Da es keine weiteren Normalteiler
gibt, miissen wir wieder die Zeilegung nach Unter-
gruppen vornehmen. Es gibt nun hier zwei Moglich-
keiten:

(@) Die Zerlegung nach der Untergruppe e, a, a2
verdoppelt die Anzahl der Grundkomplexionen.

(b) Die Zerlegung nach der physikalisch benétigten
Untergruppe, e, b ergibt die drei-fache Zahl der Grund-
komplexionen. Genau wie im tetragonalen Fall er-
kennt man aber, dass die Zerlegung (a) wieder zwei
identische Losungen liefern muss, weil die der Rest-
klasse zuzuordnenden Grundkomplexionen als Aus-
gangskomplexionen aus der Losung mit der urspriing-
lichen Grundkomplexion durch Anwendung der Sym-
metrieoperatoren der Restklasse erhalten werden kon-
nen. Da der Grad der Losungsgleichungen bei der Zer-

legung (a) niedriger ist, werden wir sie bevorzugen;
ausserdem lehrt die Betrachtung der Gleichung (1)
bei Beriicksichtigung der Streuamplituden fiir die drei
Lagen, dass die mit (a) gewonnenen Lésungsoperatoren
wieder direkt in das Beugungsproblem eingehen. Die
Zerlegung (a) fiihrt auf die zyklische Faktorgruppe
e’,a’, a’%, Damit erhalten wir die Lésungsoperatoren

0, =e+a +a?,
0, = e+ca +e2a?,
0, = et+c’atea?.

(31)

Wegen der vorhin erwihnten Gleichwertigkeit der
Operatoren 0, und 0, wollen wir nur noch 0, beriick-
sichtigen. Analog zum tetragonalen Fall definieren
wir wieder die Grundkomplexion:

(1) die letzte Ziffer soll eine 1 (1’...) sein,

(2) die der letzten am nichsten stehende von 1
verschiedenen Ziffer soll eine 3 (3’ ...) sein.

Diese Definition ist eindeutig und gestattet nun die
Bestimmung der Transformationsoperatoren der bei-
den durch die Zerlegung (@) definierten Grundkom-
plexionen. (Fiir die auf 1’ usw. endenden Komplexio-
nen erhalten wir die gleichen Transformationsopera-
toren, wir fiihren sie deshalb nicht an.) Es gilt

X‘xvl=e{}1: X &y = e{}],.’
{r...8...1} xaa=2a{}s,{}xxe =2},

XOC,3=32{};;, X&yg = a{}S’
Damit erhalten wir die Faktoren der «,; fir {} (a)
und {}' (b) als Vorfolgekomplexionen.

(32)

(a') Ky, EXKyo, 620‘93; (b) [425]) 820‘!!2: EXyg

(33)

und #quivalente Beziehungen fiir die vorhin nicht
aufgefiihrten «,;/, o, usW.

Die vollstindige Losung der Schichtstatistik ist
damit durch die beiden Operatoren 0, aus (30) und 0,
aus (31) gegeben. Es soll jetzt noch an einem Beispiel
gezeigt werden, wie leicht mit diesen Ergebnissen die
zerlegten Stkulargleichungen eines speziellen Problems
gefunden werden kénnen.

Wir wihlen nur eine Netzebenenart und fordern das
fiir die dichtesten Kugelpackungen giiltige Lageverbot
der gleichen Lage fiir Nachbarschichten. Die Reich-
weite der Wechselwirkungen (= Grad der Komplexio-
nen) soll s = 4 sein. Es gibt unter diesen Bedingungen
folgende 444 Grundkomplexionen:

1. 8131} = (A}, 1’. {2121} = {RAY,

2. {3231} = {hk}, 2'. {2321} = {REY,

3. {2131) = {kh}, 3. {3121} = {kA),
4. {1231} = {kk}, 4'. {1321} = {kk}.

Die Symbole {hh} usw. reprisentieren die Komplexio-
nen im Sinne der zitierten Arbeit (Jagodzinski, 1949a).

Die Losung mit 0, liefert die identische Losung A = 1
und braucht daher nicht berechnet zu werden. Das

(34)
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vorhin geforderte Lageverbot bedeutet, dass alle
&, = 0 sein miissen. Da nur eine Netzebenenart vor-
handen ist, und die Beziehung o,+x,; = 1 gelten
muss, kénnen wir die Doppelindizierung fallen lassen;
es sei:

(35)

Mit Hilfe von (33), (34) und (35) konnen wir nun
folgende aus dem Lsungsoperator 0, gebildete Siku-
largleichung aufstellen:

Oy = &, Kyg = 1—0x, .

wy o @y
1. {hh} —i ey 0 0
2. {hk} 0 -2 0 £0ty
3. {kh) 0 ety 3 0
4. {kk} 0 0 0 eog—A
V. {hRY | e(l—ay) 0 0 0
2'. {hk}' 0 0 e(l—n,) 0
3’ {kh} e(l1—o) 0 0 0
& {kkYy 0 0 e(1—ay) 0

Bei der Auflésung dieser Sikulargleichung, die noch
leicht durchzufithren ist, erhilt man die ¢, €2 nur als
Faktoren (¢+¢%); damit haben wir den nochmaligen
Nachweis (wegen &%+t = g2+¢) der Gleichwertigkeit
der beiden Losungen 0, 0, aus (31). Die Auswertung
der Sikulargleichung ergibt:

Aoy A7+ [of— (11— )2] A%+ [ (1 =) (1 —ax)
—oeg(L—001)*JA5+ [(oxg + oty — 2090 ) (1 — xg)cxy
—ag(1 =0y — 03(1 — xy)2] A4+ (orp — g ) [o3(1 — o)
—oog(1—0rg)]A3+[(1 “0‘2)2(0‘1—“3)2—0‘:2;(0‘2*0‘4)2]12
— (L= og)(o0y —0x3)?(oxa—0tg) A+ (0ty — 0tg) (v —0x4)? = 0.

(36)

Gleichung (36) geht fir o; = &y = oy = &, in die
von Wilson (1942) nach Entfernung der Losung
A = +1 erhaltene quadratische Gleichung iiber, und
fir oy =a3=o und oy =0, =B in die vom Ja-
godzinski (1949b) erhaltene Gleichung (10) dieser
Arbeit iiber, bis auf den Vorzeichenwechsel des linea-
ren Gliedes, der bei der Korrektur iibersehen wurde.
Aus (34) kann man erkennen, dass diese beiden Speziel-
fille dem Ansatz mit s =2 und s = 3 entsprechen.

Fiir die Interferenzen % —k = 0 (mod. 3) ist die Aus-
wertung der Gleichung (1) wegen des Zerfalls von 0,
in die identische Lésung uninteressant (statistische
Unabhingigkeit). Fiir 2—k == 0 (mod. 3) erhalten wir

aus (1) unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2a—d)
und der durch die Gruppe (29) gegebenen, durch
Gleichung (8) festgelegten Symmetriebeziehungen we-
gen Fy, = eF,, Fy = ¢F,

FFy = |F\*0,P{R = }|F,PBP{P-1). @37)
Man erkennt hier unmittelbar, dass die Darstellung
mit dem Operator 0, die zweckmassigste ist, weil dieser

die Losung A = 1 schon von sich aus ausgeschieden
hat. Bei der Darstellung mit P{P ergibt erst die

wy ey @y gy
e(1—a,) 0 0 0
0 0 (1—a,) 0
e2(1—ay) 0 0 0
0 0 e(l—ony) 0 =0.
-2 &%,y 0 0
0 -2 0 &2,
0 €20y -2 0
0 0 0 &2, —A

Rechnung den Ausfall dieses Gliedes, da ja P{} noch
alle Losungen enthilt. In diesem einfachen Beispiel
erkennt man den Ausfall der Losung A = 1 auch un-
mittelbar am Glied (3P{P—1), da P{? immer in der
Form

J

gegeben ist.

Auf die Konstantenberechnung, die wir fiir den
Losungsoperator 0; getrennt von den anderen Eigen-
werten durchfiihren kénnen, wollen wir bei diesem Bei-
spiel nicht eingehen, weil eine Anwendung nicht beab-
sichtigt ist*. In einer demnichst erscheinenden Arbeit
(gemeinsam mit E. Hellner) wird die Berechnung der
Konstanten an einem anderen Fall erliutert werden.
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